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weak selection から作る topology について
久保 康幸 ＊

topology determined by weak selection
Yasuyuki Kubo ＊

Abstract

In this paper, I have noted my memo on article “Weak orderability of topological spaces”, V.Gutev,

T.Nogura, Topology Appl. 157(2010)1249-1274.

昨年までの紀要では、[3] E.Michael “Topologies

on spaces of subsets” Trans.Amer.Math.Soc. 71

(1951) 152-182 で、finite topology ( = Vietoris

topology ) について見た。

今回の紀要は、その発展として [4] V.Gutev,

T.Nogura “Weak orderability of topological

spaces” Topology Appl. 157 (2010) 1249-1274.を

読んで、selection について考えた。今回も、定理の

後に (　)で、元の論文の番号を付けることがある。

1. Selections and weak selections.

用語 The Vietoris hyperspaces.

T1-space X に対し、F (X) を X の non-empty

closed subsets 全体とする。F (X) に位相として

Vietoris topology τV を考え、空間 (F (X), τV )を

X の Vietoris hyperspacesという。

(注) Vietoris topology は、昨年までの紀要で扱っ

た finite topology のことである。

用語 Selections and hyperspaces.

全ての空間は、断らない限り infinite かつ Haus-

dorff とし、部分集合 D ⊂ F (X) には、hyper-

spaces (F (X), τV ) の部分空間としての相対的 Vi-

etoris topology τV を考える。map f : D → X が

a selection for D であるとは、f(S) ∈ S for every

S ∈ D となることである。selection f : D → X が

continuous であるとは、それが、 relative Vietoris

topology τV on D に関して continuous となるこ

とである。簡単のため、そのことを f が Vietoris

continuous, または τV -continuous であると言うこ

とがある。

記号

selections に関連して、F (X) の部分集合で次のも

のを考える:

Fn(X) = {S ⊂ X; 1 ≦ |S| ≦ n} 、

[X]n = {S ⊂ X; |S| = n}, n ≧ 1.

用語Weak selection.

F2(X) に対する selection f は、X に対する weak

selection と呼ばれる。

2. Weak selections and selection

relations

記号 Binary relations.

relation E onX について、xE y と書いて ⟨x, y⟩ ∈ E

を表す。E の inverse relation E −1 は、xE −1y ↔
yE xとして定義される。

X 上の relation E を X の subset について

の relation へ拡張して、 B,C ⊂ X について、

BEC ↔ B×C ⊂ E と書くことにする。そのと

き、BEC ↔ ∀y∈B ∀z∈C(yE z) となる。ただし、

x ∈ X のとき、{x}EC でなく、xEC と書く。

定義 Selection relations.

X 上の relation E は、 total かつ anti-symmetric

のとき、selection relation という。そこで、selec-

tion relation が linear order となる必要十分条件

は、それが transitive となることである。X に対

する weak selection f から、次のようにして 順

序関係の selection relation ≼f を作ることができ

る。また、逆もできる。すなわち、selection rela-

tion E ⊂ X2 に対して、weak selection fE for X

を fE ({x, y}) = x ↔ xE y とすればよい。そこで、

しばしば、X に対する selection relation を ≼s と

いった、順序関係らしい記号で書くことにする。ま

た、x, y ∈ X について、x ≼s y かつ x ̸= y という

場合は、x ≺s y と書くことにする。
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記号 Relation intervals.

selection relation を扱う場合に、linear order の時

のように、“intervals”(区間) というものを考える。

X 上の selection relation ≼s と x ∈ X について、

(←, x]≼s = {y ∈ X; y ≼s x} と

[x,→)≼s = {y ∈ X;x ≼s y}

で、≼s-closed intervalsを考える。同様にして、

(←, x)≼s = {y ∈ X; y ≺s x} と

(x,→)≼s = {y ∈ X;x ≺s y}

で、≼s-open intervals を考える。

また、x, y ∈ X について、:

(x, y)≼s = (x,→)≼s ∩ (←, y)≼s、

[x, y]≼s = [x,→)≼s ∩ (←, y]≼s、

(x, y]≼s = (x,→)≼s ∩ (←, y]≼s、

[x, y)≼s = [x,→)≼s ∩ (←, y)≼s

といったように組み合わせて考える。

注意. selection relation ≼s は、transitive とは

限らないから、interval (x, y)≼s と (y, x)≼s の両

方が non-empty といったこともあり得る。[x, y]≼s

と [y, x]≼s 等でも同様である。

その例を次のように考えた。

selection relation の定義から totally(全ての元 x, y

で、x < y or y < x), anti-symmetric(反対称

的 x < y → y ̸< x) に気をつけて、４つの元

の集合 X = {a, b, x, y} に対して、relation が、

a < b, x < y, x < a, a < y, y < b, b < x (←４
つの元なので、６個の関係式)をみたすとする。

※ a < b, x < y は逆でも構わない。が、仮に、こ

うして totally にする。

このとき、(x,→) = {a}, (←, y) = {a} より、
(x, y) = {a} となる。(y,→) = {b}, (←, x) = {b}
なので、(y, x) = {b}となる。どちらも non-empty

である。

記号

X 上の selection relation ≼s で定める interval に

おいても、X の subset A,B に対し、

(←, A)≼s = {y ∈ X; y ≺s A}、

(A,→)≼s = {y ∈ X;A ≺s y}、

(A,B)≼s = (A,→)≺s ∩ (←, B)≼s

などと表現を拡張する。

命題

≼s を X 上の selection relation とする。

x, y ∈ X,A ⊂ X について、次が成り立つ。

(1) x ∈ (←, y)≼s ↔ x ≺s y

(2) x ∈ (y,→)≼s ↔ y ≺s x

(3) x ∈ (←, A)≼s
↔ x ≺s A↔ ∀y ∈ A(x ≺s y)

(4) x ∈ (A,→)≼s ↔ A ≺s x↔ ∀y ∈ A(y ≺s x)

また、(3),(4)より

(←, A)≼s =
∩
{(←, y)≼s ; y ∈ A}

(A,→)≼s =
∩
{(y →)≼s ; y ∈ A}

となる。

3. Interval-like topologies.

用語 Interval-like topologies.

X 上の selection relation ≼s に対し、family

S≼s = {(←, x)≼s , (x,→)≼s ;x ∈ X}

を subbase として “≼s-open” interval topology

T≼s を X 上に考え、selection topology という。

もし、≼s が X 上の linear order であれば、T≼s

は、通常の open interval topology となる。

定理 3-1([4]theorem 2.2)

≼s をX 上の selection relation とする。そのとき、

selection topology T≼s は regularである。

ここで、topology が regular(正則)とは、次のよ

うに考える。

用語 regularity.

space (X,T ) が T1-space であるとき、

topology T が regular

↔ ∀x∈X ∀U :nbd. of x ∃V :nbd. of x s.t. V ⊂ U

注. T における V の閉包 (closure)を V で表した。

V の閉包は、cl(V ) と書いたり、topology T を明

示する場合は clT (V )と書いたりする。

定理 3-1の証明を次のように整理した。

定理 3-1の証明の概略

x ∈ U,U ∈ T≼s を仮定する。S≼s が T≼s の sub-

base であるから、non-empty finite subset F ⊂
S≼s を取って x ∈

∩
F ⊂ U とする。

もし、clT≼s
(
∩

F ) ⊂ U なら、T≼s は regularで

ある。そのように F を直す代わりに、F から、
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V ⊂
∩

F かつ、clT≼s
(V ) ⊂ U をみたす V を作る

ことにする。

F ⊂ S≼s より、F の要素は、(←, z)と (→, z), z ∈
X の形をしている。(←, z)の部分と (→, z)の二つ

に分けて、

A = {z ∈ X; (z,→) ∈ F}、

B = {z ∈ X; (←, z) ∈ F}

とする。

B = ∅ のとき、(A,→) =
∩

F である。A = ∅
のとき、(←, B) =

∩
F となる。A,B のどちらも

non-emptyなら、(A,B) = (A,→)∩(←, B) =
∩

F

となる。いずれも x ∈ (A,→) や x ∈ (←, B) に対

して、clT≼s
(V ) ⊂ (A,→) や clT≼s

(V ) ⊂ (←, B)

をみたす V ∋ xを得られれば良い。

ここでは、A,B の状態を場合分けする代わりに、

点 x ∈ X を次の 3通りに分けて考える。

用語 maximal, minimal and cut point.

≼s を集合 X の selection relation で、x ∈ X に対

して、

(1) xが ≼s-maximal ↔ ∀y ∈ X(y ≼s x)、

(2) xが ≼s-minimal ↔ ∀y ∈ X(x ≼s y)、

(3) xが ≼s-cut ↔ ∃a, b ∈ X(x ∈ (a, b)≼s)、

と定める。

注. x ∈ X のとき、「xが ≼s-cut ↔ (←, x)≼s ̸=
∅ ̸= (x,→)≼s」であるから、≼s-maximalでも ≼s-

minimalでもない点を≼s-cutと定めたことになる。

命題 3-2

≼s が X 上の selection relation で、x ∈ U ∈ T≼s

とする。

(1) x が ≼s-maximal point of X のとき、∃A ⊂ X

s.t. A : non-empty finite, x ∈ (A,→)≼s ⊂ U であ

る。

(2) x が ≼s-minimal point of X のとき、∃B ⊂ X

s.t. B : non-empty finite, x ∈ (←, B)≼s ⊂ U であ

る。

(3) x が ≼s-cut point of X のとき、∃A,B ⊂ X

s.t. A,B : non-empty finite, x ∈ (A,B)≼s ⊂ U で

ある。

証明. S≼s が T≼s の subbase であるから、non-

empty finite subset F ⊂ S≼s が x ∈
∩

F ⊂ U と

なるように取れる。

(1) x が ≼s-maximal point of X のとき、任意の

y ∈ X に対し x ̸∈ (←, y)≼s であるから、x ∈
∩

F

となるF の要素に (←, z)の形はあり得ない。よっ

て、F ⊂ {(y,→)≼s ; y ∈ X}である。
故に、A = {y ∈ X; (y,→)≼s ∈ F} とすると、A
は、X の non-empty finite subset であって

x ∈ (A,→)≼s

=
∩
{(y,→)≼s ; y ∈ A}

=
∩

F ⊂ U

をみたす。

(2) x が ≼s-minimal point of X のとき、任意の

y ∈ X に対し x ̸∈ (y,→)≼s であるから、x ∈
∩

F

となるF の要素に (z,→)の形はあり得ない。よっ

て、F ⊂ {(←, y)≼s ; y ∈ X}である。
故に、B = {y ∈ X; (←, y)≼s ∈ F} とすると、B
は、X の non-empty finite subset であって

x ∈ (←, B)≼s

=
∩
{(←, y)≼s ; y ∈ B}

=
∩

F ⊂ U

をみたす。

(3) x が ≼s-cut point of X のとき、x ∈ (a0, b0)≼s

となる a0, b0 ∈ X を取り、

A0 = {y ∈ X; (y,→)≼s ∈ F}、

B0 = {y ∈ X; (←, y)≼s ∈ F}、

A = A0 ∪ {a0}、B = B0 ∪ {b0}

とする。

勝手な y∈Aを取る。y = a0 なら y ≺s xである。

y∈A0なら (y,→)≼s
∈F より x ∈ (y,→)≼s

なので、

y ≺s xとなる。故に、A ≺s xである。

勝手な z∈B を取る。z = b0 なら x ≺s z である。

z∈B0なら (←, z)≼s∈F より x ∈ (←, z)≼s なので、

x ≺s z となる。故に、x ≺s B である。

A ≺s x ≺s B となるから、x ∈ (A,B)≼s
である。

さらに、(A,B)≼s = {z ∈ X;A ≺s z ≺s B} ⊂
(A0, B0)≼s ∩ (a0, b0)≼s ⊂ (

∩
F ) ∩ (a0, b0)≼s ⊂ U

となる。

従って、x ∈ (A,B)≼s ⊂ U となる。(証明終)

注. 上の証明では、(3) で 2 点 a0, b0 を加えたこ

とにより、A0, B0 が non-emptyとなることを示す

必要がない。

この命題で得た (A,→)≼s , (←, B)≼s , (A,B)≼s

を利用する前に、閉包についての性質を振り返り、

topology T≼s における閉集合について見ておく。
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命題 3-3

space (X,T ) の subset A について、その閉包を

cl(A)と表すとき、A,B ⊂ X に対し、

cl(A ∩B) ⊂ cl(A) ∩ cl(B)となる。

確認. cl(A) ∩ cl(B) が closed より cl(cl(A) ∩
cl(B)) = cl(A)∩cl(B)である。A⊂cl(A), B⊂cl(B)

より、A ∩B ⊂ cl(A) ∩ cl(B)なので、

cl(A ∩B) ⊂ cl(cl(A) ∩ cl(B)) = cl(A) ∩ cl(B)

(確認終)

命題 3-4

≼s をX 上の selection relation で、z ∈ X とする。

(←, z]≼s
と [z,→)≼s

は、topology T≼s
の closed

setであり、その閉包は、

cl≼s((←, z]≼s) = (←, z]≼s ,

cl≼s([z,→)≼s) = [z,→)≼s となる。

さらに、

cl≼s((←, z)≼s) ⊂ (←, z]≼s ,

cl≼s((z,→)≼s) ⊂ [z,→)≼s となる。

確認. selection relation は totall ゆえ、z と異

なる任意の x ∈ X に対し、x ≺s z または、

z ≺s x であるから、X \ (←, z]≼s = (z,→)≼s :

open となる。また、(←, z) ⊂ (←, z] であるから、

cl≼s((←, z)≼s) ⊂ (←, z]≼s となる。

[z,→) : closed と、cl≼s((z,→)≼s) ⊂ [z,→)≼s に

ついても同様である。(確認終)

命題 3-5([4]lemma 2.3.)

≼s を set X 上の selection relation で、x, y ∈ X

が x ≺s y とする。そのとき、

x ∈ U, cl≼s
(U ∩ (←, y)≼s

) ⊂ (←, y)≼s をみたす

U ∈ T≼s と、

y ∈ V, cl≼s(V ∩ (x,→)≼s) ⊂ (x,→)≼s をみたす

V ∈ T≼s が取れる。

特に、U ∈ T≼s が得られれば、

V = X \ cl≼s
(U ∩ (←, y)≼s

)とすれば良い。

証明. 先ず、(x, y)≼s ̸= ∅の場合。z ∈ (x, y)≼s を

ひとつ取る。x ≺s z なので x ∈ (←, z)≼s となる。

U = (←, z)≼s とすれば、x ∈ U ∈ T≼s である。

さらに、(←, z]≼s , (←, y]≼s が T≼s-closed より

cl(U ∩ (←, y)≼s)

⊂ cl≼s(U) ∩ cl≼s((←, y)≼s)

⊂ (←, z]≼s ∩ (←, y]≼s

ここで、z ≺s y より y ̸∈ (←, z]≼s なので、

(←, z]≼s ∩ (←, y]≼s ⊂ (←, y]≼s \ {y} = (←, y)≼s

よって、cl≼s (U ∩ (←, y)≼s) ⊂ (←, y)≼s となる。

次に、(x, y)≼s = ∅ の場合。∀z ≺s y(z ≼s x)

である。つまり、(←, y)≼s ⊂ (←, x]≼s となる。そ

こで、(←, x)≼s ∪ (←, y)≼s ⊂ (←, x]≼s となる。

逆に、x ≺s y より x ∈ (←, y)≼s であるから、

(←, x)≼s
∪ (←, y)≼s

⊃ (←, x)≼s
∪{x} = (←, x]≼s

をみたす。よって、(←, x]≼s = (←, x)≼s∪(←, y)≼s

であるから、(←, x]≼s は、T≼s-open である。U =

(←, x]≼s とすれば、U は、x ∈ U をみたす。

また、U は、y ̸∈ U となる closed setであるから、

cl(U ∩ (←, y)≼s)

⊂ cl≼s(U) ∩ cl≼s((←, y)≼s)

= U ∩ (←, y]≼s

⊂ (←, y]≼s \ {y} = (←, y)≼s

よって、cl≼s (U ∩ (←, y)≼s) ⊂ (←, y)≼s となる。

(証明終)

定理 3-1の証明

x∈U , U∈T≼s を仮定する。x の 3 つの場合に分

けて、x∈V, clT≼s
(V ) ⊂ U をみたす V を作ること

にする。

(1) xが ≼s-maximal の場合。

命題 3-2 のように、X の non-empty finite sub-

set で、x ∈ (A,→)≼s
⊂ U をみたす A を取

る。各 z ∈ A に対し z≺sx であるから、命題

3-5 のような開集合 V (z) を取る。つまり、x ∈
V (z), cl≼s(V (z) ∩ (z,→)≼s) ⊂ (z,→)≼s とする。

V =
∩
{V (z) ∩ (z,→)≼s ; z∈A}とすれば、x∈V ,

V : open かつ、

cl≼s(V ) ⊂
∩
{cl≼s(V (z) ∩ (z,→)≼s); z∈A}

⊂
∩
{(z,→)≼s ; z∈A} = (A,→)≼s ⊂ U

となるから、この V が求めるものである。

(2) xが ≼s-minimal の場合。

命題 3-2 のように X の non-empty finite sub-

set で、x ∈ (←, B)≼s ⊂ U をみたす B を取

る。各 y ∈ B に対し x≺sy であるから、命題

3-5 のような開集合 U(y) を取る。つまり、x ∈
U(y), cl≼s(U(y) ∩ (←, y)≼s) ⊂ (←, y)≼s とする。

V =
∩
{U(y) ∩ (←, y)≼s ; y∈B}とすれば、x∈V ,

V : open かつ、

cl≼s(V ) ⊂
∩
{cl≼s(U(y) ∩ (←, y)≼s); y∈B}

⊂
∩
{(←, y)≼s

; y∈B} = (←, B)≼s
⊂ U

となるから、この V が求めるものである。

(3) xが ≼s-cut point の場合。

命題 3-2 のように、X の non-empty finite sub-

set で、x ∈ (A,B)≼s ⊂ U をみたす A,B を取る。

(A,B)≼s = (A,→)≼s ∩ (←, B)≼s であるから、A

に対しては (1)のようにして、B に対しては (2)の
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ようにして、得られた開集合 VA, VB が、

x ∈ VA, cl≼s(VA) ⊂ (A,→)≼s、

x ∈ VB , cl≼s(VB) ⊂ (←, B)≼s

をみたすとする。

このとき、V = VA ∩ VB とすれば、

x∈V , V : open かつ、

cl≼s(V ) ⊂ cl≼s(VA) ∩ cl≼s(VB)

⊂ (A,→)≼s ∩ (←, B)≼s = (A,B)≼s ⊂ U

であるから、この V が求めるものである。(証明終)
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以前の紀要の訂正

これは、「finite topology の basis について」弓削

商船紀要 第 32号 (2009) pp.109–113 の中で、命題

3-1の注 2として述べた内容を訂正するものである。

番号等は、その時の表示とする。

3.1 命題と定義を再掲する

記号 (Notation 1.4.)

A(X) = {E ⊂ X;E ̸= Ø},
2X = {E ⊂ X ;E は closed, E ̸= Ø}

= {E ∈ A(X) ;E は closed } ⊂ A(X)

記号 (Notation 1.5.)

X の subset の集まり {Ui}i∈I に対して、

⟨Ui⟩i∈I =

{
E ∈ 2X ;

E ⊂
∪

i∈I Ui,

E ∩ Ui ̸= ∅ (for all i∈I)

}
と書く。

もし I = {1, ..., n}なら、⟨Ui⟩i∈I を ⟨U1, ..., Un⟩と
表す。

命題３-１．(Lemma 2.3.1.)

(⟨U1, ..., Un⟩ ⊂ ⟨V1, ..., Vm⟩)
⇌
(
∪n

i=1 Ui ⊂
∪m

i=1 Vi かつ ∀Vj ∃Ui s.t. Ui ⊂ Vj)

(注１) ”
∪n

i=1 Ui ⊂
∪m

i=1 Vi ” と ” ∀Vj ∃Ui s.t.

Ui ⊂ Vj ”は、別物である。

(注２) この命題より、n ≦ m のとき ⟨V1, ..., Vn⟩ ⊂
⟨V1, ..., Vm⟩である。

3.2 注２を訂正する

実際には、n ≦ m のとき

⟨V1, ..., Vn⟩ ⊂ ⟨V1, ..., Vm⟩と、
⟨V1, ..., Vn⟩ ⊃ ⟨V1, ..., Vm⟩の、
どちらもみたさない反例ができる。

反例

Vi = {i}(i = 1, . . . , 4)とする。

このとき、⟨V1, V2, V3⟩ ∋ {1, 2, 3}
かつ ⟨V1, V2, V3⟩ ̸∋ {1, 2, 3, 4}であるが、
⟨V1, V2, V3, V4⟩ ∋ {1, 2, 3, 4}

かつ ⟨V1, V2, V3, V4⟩ ̸∋ {1, 2, 3}となる。

考察

もし、

(
∪n

i=1 Ui ⊂
∪m

i=1 Vi かつ ∀Vj ∃Ui s.t. Ui ⊂ Vj) で

なく、

(
∪n

i=1 Ui ⊂
∪m

i=1 Vi かつ ∀Uj ∃Vi s.t. Ui ⊂ Vj) で

あれば、注２が言えたが、そうではなかった。


