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Weak selection の continuity

久保 康幸 ＊

Continuity of weak selections
Yasuyuki Kubo ＊

Abstract

In this paper, I study continuity of weak selections.

1. 記号などの準備

今回の紀要も、[5] V.Gutev, T.Nogura �Weak or-

derability of topological spaces� Topology Appl.

157 (2010) 1249-1274. を読んだメモである。今回

も、定理の後に (　)で、元の論文の番号を付けるこ

とがある。

昨年までの紀要で使った記号や用語をふり返って

おく。

T1-space X に対し, X の non-empty closed sub-

sets 全体を F (X)とする。F (X)上の位相として

Vietoris位相 τV がよく知られ, 通常は (F (X), τV )

を the Vietoris hyperspaces of X とする。

また、断らない限り、spacesはすべて in�nite か

つ Hausdor�とし、subset D ⊂ F (X)は、Vietoris

topology τV を考えた hyperspaces (F (X), τV )の

subspaceとして考える。

定義 (selections)

map f : D → X が D に対する selection とは、

∀S ∈ D(f(S) ∈ S)であることとする。

selection f : D → X が continuous とは、そ

れが relative Vietoris topology τV on D に関し

て continuousであることとする。簡単のため f が

Vietoris continuous,とか τV -continuous,と言って

f が continuous with respect to the topology τV

を指すことがある。

記号 selectionに関連して, F (X)の特別な部分

集合を次のように記す:

Fn(X) = {S ⊂ X; 1 ≦ |S| ≦ n},
[X]n = {S ⊂ X; |S| = n}, n ≧ 1.

X は、[X]1 = F1(X)と同一視でき、実際, X は

(F1(X), τV )と homeomorphic である。

X が orderable (or, linearly orderable) とは、X

の位相が、X 上の ordering ≼ からX 上に生成した

open interval topology T≼ と一致することである。
この場合, the order ≼ on X が compatible for the

topology of X, または単に, a compatible order for

X という。ただし、すべての ≼-open intervals

(←, x)≼ = {y ∈ X; y ≺ x} と

(x,→)≼ = {y ∈ X;x ≺ y}, x ∈ X,

により T≼ に対する、subbaseが構成される.

定義 (weak selection)

F2(X)に対する selection f のことを weak selec-

tion for X という.

記号 selection f : F2(X) → X に対し、X 上の

order-like relation ≼f を x, y ∈ X に対し、

x ≼f y ⇐⇒ f({x, y}) = x

として定める。

また、x ≼f y かつ x ̸= y であることを x ≺f y

と書く。

set X に対し subset E ⊂ X2 を binary relation,

または単に relation on X という. X 上の relation

E に対し, xE y と書いて ⟨x, y⟩ ∈ E を表す. E の

inverse relation E −1 は、xE −1y ⇔ yE xによって

定める.

X の relation E は、X の subset の relation へ

拡張できる。再び, E と表し, B,C ⊂X に対して,

BEC ⇔ B × C ⊂ E と定める. つまり, BEC ⇔
∀y∈B, ∀z∈C(yE z)とする. これに関し, 点 x ∈ X

では, {x}EC の代わりに, xEC と書くなど記号を

単純にする.

定義 (selection relations)

X の relation E が total かつ anti-symmetric で

あるとき、selection relation という.

注意：selection relation は、線形順序 ⇌ tran-

sitive となる. weak selection f for X に合わせ
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て、順序風の relation ≼f を定めたものが selection

relation となる. 逆も言える。つまり, selection re-

lation E ⊂ X2 により weak selection fE for X を

fE ({x, y}) = x ⇐⇒ xE y として定める。そこで,

weak selections for X は正に selection relations

on X であり、しばしば X の selection relationを

≼s と書く. また, 点 x, y ∈ X について, x ≺s y は、

x ≼s y かつ x ̸= y であることを表す.

定義 (relation intervals)

selection relationを扱うときも線形順序で考えるよ

うな �intervals�(区間) を考える。selection relation

≼s on X と x ∈ X について次のようにする:

(←, x]≼s = {y ∈ X : y ≼s x},

[x,→)≼s = {y ∈ X : x ≼s y},

これらを ≼s-closed intervals と呼ぶ. 同様に, ≼s-

open intervalsを考える:

(←, x)≼s
= {y ∈ X : y ≺s x},

(x,→)≼s
= {y ∈ X : x ≺s y}.

そして, 点 x, y ∈ X について, intervalsを組み合わ

せて次のようにする:

(x, y)≼s = (x,→)≼s ∩ (←, y)≼s ,

[x, y]≼s = [x,→)≼s ∩ (←, y]≼s ,

(x, y]≼s = (x,→)≼s ∩ (←, y]≼s ,

[x, y)≼s = [x,→)≼s ∩ (←, y)≼s .

命題 1.1.

≼s を X 上の selection relation, A,B を X の

nonempty subset とするとき、

(A,B)≼s = {z ∈ X;A≺sz≺sB}
=

∩
{(a, b)≼s ; ⟨a, b⟩ ∈ A×B}

となる。

定義 (interval-like topology)

X 上に selection relation ≼s が与えられたとき,

family

S≼s = {(←, x)≼s , (x,→)≼s ;x ∈ X}
を subbase として 自然に �≼s-open� interval

topology T≼s がX 上に定まり selection topology

と呼ぶ. 実際, X 上に linear order ≼s が与えられ

たとき、T≼s は、通常の open interval topologyと

なる.

定義 (maximal, minimal, cut)

T≼s の base について述べるため,次のように言う。

x ∈ X が the ≼s-maximal element of X とは,

∀y ∈ X(y ≼s x)となることである.

x ∈ X が the ≼s-minimal element of X とは,

∀y ∈ X(x ≼s y)となることである.

その他の点 x ∈ X を ≼s-cut と言う.

注意. x ∈ X が ≼s-cut とは, (←, x)≼s ̸= ∅ ̸=
(x,→)≼s 、言い換えれば、∃a, b ∈ X(x ∈ (a, b)≼s)

ということである.

後のために、昨年の紀要で命題 3-2(3)として取り

上げた、次の命題を用意しておく。

命題 1.2.

≼s がX 上の selection relation、xが ≼s-cut point

of X で、x ∈ U ∈ T≼s とする。

そのとき、∃A,B ⊂ X s.t. A,B : non-empty �nite,

x ∈ (A,B)≼s ⊂ U である。

2. selectionの continuity

space X に対し、Λ : X2 → X2 を次のように定

めたmapとする

Λ(x, y) = ⟨y, x⟩ , ⟨x, y⟩ ∈ X2. (2.1)

Λ は homeomorphism となる.

定義

space X 上の binary relation E が closed (または,

open) とは、E ⊂ X2 が closed (または, open) な

こととする.

命題 2.1.( [5] prop.2.4.)

空間 X 上の selection relationを ≼s とするとき、

(1) ≼s : closed ⇔ ≺s : open.

(2) ≼s : closed ⇔ ∀x, y∈X (x≺sy → ∃U, V ⊂ X,

open s.t. x ∈ U, y ∈ V and U≺sV ).

証明. (1) : ≼s が closed のとき、その inverse

relation (≼s)
−1 = Λ(≼s)も closed である。(← Λ

が homeomorphism) そこで、≺s= X2 \ (≼s)
−1 よ

り ≺s が openとなる。また、この関係式より、≺s

が openのとき、≼s が closedとなる。

(2) : (1)より、≺s : open ⇔ ∀x, y∈X (x ≺s y →
∃ U, V ⊂ X, open s.t. x ∈ U, y ∈ V and U ≺s V )

を示せば良い。

≺s : open を言い換えれば、

∀ ⟨x, y⟩ ∈≺s ∃U×V ⊂ X2 s.t. ⟨x, y⟩ ∈ U×V ⊂≺s

ところで、x ̸= y のとき、⟨x, y⟩ ∈≺s⇔ x ≺s y

であるから、更に言い換えて、
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∀x, y∈X(x≺sy → ∃U×V⊂X2 s.t. ⟨x, y⟩ ∈U×V
⊂≺s)

また、⟨x, y⟩ ∈ U×V ⇔ x ∈ U, y ∈ V かつ

U×V ⊂ ≺s ⇔ ∀u∈U, v∈V (u≺sv) ⇔ U≺sV であ

るから、更に言い換えて、

∀x, y∈X (x≺sy → ∃U×V⊂X2 s.t. x ∈ U, y ∈ V

かつ U ≺s V ) (証明終)

命題 2.2.( [5] th.2.5.)

空間 (X,T ) と X 上の linear order ≼ に対し、次
は同値:

(a) ≼ : T -closed.

(b) x, y∈X, x≺y のとき, ∃U, V⊂X,T -open sets

s.t. x ∈ U, y ∈ V,U≺ V .

(c) x, y∈X, x≺y のとき, ∃U, V⊂X,T -open sets

s.t. x ∈ U, y ∈ V, x ≺ V,U≺ y.

(d) T≼ ⊂ T .

証明. (a)↔(b) : これは命題 2.1(2) から言える。

(closed ⇔ T -closed)

(b)→(c) : x∈U, y∈V,U≺sV のとき、x≺sU, V≺sy

であるから。

(c)→(d) : (c)を仮定し、x∈X を取る。y∈(x,→)≼
のとき、仮定 (c)より ∃V⊂X,T -open s.t. (y∈V ,

∀z(x≺z)) となる。このとき、V⊂(x,→)≼ であ
る。これは、y ∈ (x,→)≼ のとき ∃V⊂X,T -open

s.t. y∈V ⊂ (x,→)≼ が言えたことになるので、
(x,→)≼ ∈ T である。同様に、(←, x)≼ ∈ T であ

るから、T≼ ⊂ T である。

(d)→(b) : (d)を仮定し、(b)を示すため、x, y∈X,

x≺y とする。
(x, y)≼ ̸= ∅なら、z∈(x, y)≼を取り、U=(←, z)≼,

V=(z,→)≼ とする。
(x, y)≼ = ∅ なら、U=(←, y)≼, V=(x,→)≼ と

する。

どちらの場合も、x ∈ U , y ∈ V , U ≺ V となる。

U ∈ T≼, V ∈ T≼, T≼ ⊂ T であるから、(b)が示

された。

こうして、(a)↔(b)→(c)→(d)→(b) が示された

ので、(a), (b), (c), (d)は同値である。(証明終)

selection g : [X]2 → X は f({x}) = x ( x ∈ X )

と定めることにより、F2(X)の selection f へ拡張

される。また、selection relation ≼f が selection f

for F2(X)に対応するとき, relation ≺f は f↾[X]2

に対応している.

一方, f が F2(X) に対する selection であるな

ら、各 open V ⊂ X に対し、⟨V ⟩∩F2(X) ⊂ f−1(V )

となる。

注意 (1) : ↾は写像の制限を表す記号で |を使う
こともある。

(2) : ⟨V ⟩ = {E ∈ F (X);E ⊂ V,E ∩ V ̸= ∅} で
あるから、E ∈ ⟨V ⟩ ∩F2(X) のとき、E ⊂ V で

ある。また、f が selection なので、f(E) ∈ E と

なる。そこで、f(E) ∈ V である。このことより、

E ∈ f−1(V )となる。

命題 2.3.

f をF2(X)に対する selectionとする。

f : continuous ⇔ f↾[X]2 : continuous

証明. f : continuous ⇒ f↾[X]2 : continuous は当

然なので、f : continuous ⇐ f↾[X]2 : continuous

を示す。

f : F2(X)→ X が continuou であることを示すに

は、「∀z∈F2(X) ∀V :open (z∈V⊂X → ∃U :open

s.t. z∈U⊂F2(X), f(U)⊂V )」をいえば良い。これ

は、U = V ∩F2(X)とすれば、U ⊂ f−1(V )とな

るから f(U) ⊂ V となって示される。(証明終)

この命題により、[X]2 と F2(X) とで selection

を考えるとき continuityに違いはなく、次の命題の

ように、closed relation について、weak selection

の continuity に直して扱う。

命題 2.4.( [5] th.2.6.)

空間 (X,T )に対する weak selection を f とする。

次は同値:

(a) selection relation ≼f が T -closed.

(b) x, y∈X, x≺fy のとき, ∃U, V⊂X,T -open sets

s.t. x ∈ U, y ∈ V , U≺fV .

(c) f が τV (T )-continuous.

証明. 命題 2.1より (a)↔(b)なので、(b)↔(c)を

示せばよい。

(b)→(c) : 異なる 2点 x, y ∈ X を取り、x ≺f y

とする。(b)より得られる U, V を取る。W ⊂ X が

xを含む T -openとするとき、

⟨U ∩W,V ⟩ = {E∈F (X) ; E⊂(U ∪ W ) ∪ V ,

E ∩ (U ∩W ) ̸= ∅, E ∩ V ̸= ∅}であるから、a ̸= b

が {a, b} ∈ ⟨U ∩W,V ⟩のとき、
a ∈ U ∩W, b ∈ V · · · (1) または、
b ∈ U ∩W,a ∈ V · · · (2) となる。
(1) のとき、a ≺f b となるから f({a, b}) = a ∈
U ∩W ⊂W

(2) のとき、b ≺f a となるから f({a, b}) = b ∈
U ∩W ⊂W

どちらにしても、f({a, b}) ∈ W である。よって、

f(⟨U ∩W,V ⟩) ⊂W となる。
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これは、∀W :T -open ∃W ′: open in F (X) s.t.

f(W ′) ⊂W を示すから、(c)がいえる。

(c)→(b) : 異なる 2 点 x, y ∈ X を取り、x ≺f y

とする。T は Hausdor�なので、x ∈ Wx, y ∈ Wy

をみたす disjoint な T -open sets を取る。f が点

{x, y}で τV (T )-continuousで、f({x, y}) = xであ

るから、∃W ′: open in F (X) s.t. f(W ′) ⊂Wx で

あり、∃U, V : open s.t. {x, y} ∈ ⟨U, V ⟩ ⊂W ′、こ

のとき、x ∈ U ⊂ Wx, y ∈ V ⊂ Wy と仮定してよ

い。· · · (注)

ここで、s∈U, t∈V なら f(s, t)∈Wx より、f(s, t) ̸∈
Wy であるから f(s, t) ̸∈ V よって、f(s, t) ̸= t と

なるから f(s, t) = sつまり s ≺f tとなる。これよ

り、U ≺f V となって、(b)が示された。(証明終)

注意 : (c)→(b)の証明中、もし、U ̸⊂ Wx, V ̸⊂
Wy なら、U, V を小さく取り直せばよい。[1] 命題

3-1 より U ⊂ U ′, V ⊂ V ′ → ⟨U, V ⟩ ⊂ ⟨U ′, V ′⟩ と
なるから証明に支障がない。

命題 2.4(b)を考えれば、次の結果がいえる。

命題 2.5( [5] corollary 2.8.)

space (X,T ) に対する continuous weak selection

f は, T よりも �ner な X 上の topology に関して

も, continuous である.

3. dense weak selection

記号. in�nite countable set X に対して、

[X]<ω =
∪
{[X]n : 1 ⩽ n < ω} ,

[X]ω = {S ⊂ X : |S| = ω} .

定義. (MAD)

family A ⊂ [X]ω が almost disjoint とは、二つの

異なる A,B ∈ A は、必ず A ∩B : �nite なこと.

almost disjoint family A ⊂ [X]ω は、この

性質について maximal であるとき、すなわち、

B ∈ [X]ω \A に対し、必ず A ∩ B : in�niteとな

る A ∈ A が取れるとき、maximal almost disjoint

(MAD)であるという。

定義. (≼s-decisive)

≼s を X 上の selection relation で、M を X の

nonempty subset の family とする.

M が ≼s-decisiveとは、二つの異なる C,D ∈M

は、必ず C ≺sD またはD≺sC となることである。

M が alomost ≼s-decisive とは、二つの異なる

P,Q ∈ M には、必ず �nite subset FP , FQ ⊂ X

が取れて、FP ̸= ∅ ̸= FQ かつ、 FP ≺sFQ または

FQ≺sFP となることである。

定義. (tree, chain, branch)

partially ordered set (T,≼) が tree とは, 各 t ∈ T

に対し、{s ∈ T : s ≺ t} が well-ordered となるこ

とである.

π ⊂ T が ≼ により linearly ordered であるとき、

π を tree (T,≼) の chain という。

T の maximal chain π を T の branch(枝) とい

い、T の branch全体をB(T )と表す。

定義. (Cantor tree)

少なくとも２つの異なる要素を持つ集合 S に対し、

写像 t : N → S の全体を SN で表し、

S<ω =
∪
{Sn : n < ω}

とする。

t ∈ S<ω に対し, Dom(t)を tの domain(定義域)

とする。

S<ω 上に、 partial order ⊑を定める ;

s, t ∈ S<ω に対し、

s ⊑ t ⇔ Dom(s) ⊂ Dom(t), t ↾ Dom(s) = s.

このとき、(S<ω,⊑) の branch β∈B(S<ω) と

β∗∈Sωは、β={β∗↾n ; n<ω}なら同等と考えること
によりB(S<ω) = Sωとなる。特に、B(S<ω) = 2ω

であり、tree (2<ω,⊑)を Cantor treeという。

定義. (dense weak selection)

selection φ : [X]2 → X が dense in X とは、2

つの disjoint な、任意の F,G ∈ [X]<ω に対し、

F≺sz≺sGとなる点 z ∈ X が存在すること。

注意 : 命題 1.1より、

F≺sz≺sGとなる点 z ∈ X が存在

⇔ (F,G)≼s ̸= ∅
となる。

命題 3.1( [5] prop.3.3.)

X は, in�nite set, φ は, dense weak selection for

X, ≼ は linear order on X とする。そのとき、

∃x, y, z ∈ X s.t. x ≺s z ≺s y かつ z ≺ {x, y}
証明. a, b ∈ X, a ≺s bとする。φ が dense in X よ

り、{b}≺sc≺s{a} すなわち b≺sc≺sa な c ∈ X が

取れる。次に x = min≼{a, b, c}とする。
z = cのとき、b≺sc≺saであるから、x = b, y = a

とすればよい。

z = bのとき、a≺sb≺sc≺saより、a≺sb≺scであ

るから、x = a, y = cとすればよい。

z = aのとき、b≺sc≺sa≺sbより、c≺sa≺sbであ
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るから、x = c, y = bとすればよい。(証明終)

記号.

selection φ : [X]2 → X に対し,

D(φ) = {A ⊂ X;φ↾[A]2 is dense in A}
とする。

ただし、φ↾[A]2 is dense in A とは, 2 つの dis-

jointな任意の F,G ∈ [A]<ω に対し、F≺sz≺sGと

なる点 z ∈ Aが存在すること。

定義. (partition)

set X に対し、P = {P0, P1} が、その partition で

あるとは、P0 ∩ P1 = ∅, P0 ∪ P1 = X をみたすこと

とする。

命題 3.2( [5] prop.3.4.)

dense selection φ : [X]2 → X に対して, 次が成り

立つ:

(a) P = {P0, P1} が X の partition であるとき,

Pi ∈ D(φ) for some i < 2,

(b) F,G ∈ [X]<ω が disjoint であるとき,

{x ∈ X ; F≺φx≺φG} ∈ D(φ).

証明. (a)を偽として, partition P = {P0, P1} が
P0, P1 ̸∈ D(φ) とする。i=0, 1 について、φ↾[Pi]

2

が dense でないから, 2 つの disjoint な Fi, Gi ∈
[Pi]

<ω が取れて、Pi ∩ (Fi, Gi) = ∅である。
一方、P0, P1 が disjoint なので、F = F0 ∪F1 と

G = G0 ∪ G1 が disjoint となる。このとき、φ が

dense in X であるから、ある z ∈ X = P0 ∪ P1 が

存在して、F≺sz≺sGとなる。

F = F0∪F1かつG = G0∪G1および、F≺sz≺sG

より、i=0, 1 に対し、Fi≺sz≺sGi となるから、

z ∈ (Fi, Gi)≺s となる。

z ∈ P0のとき z ∈ P0∩(F0, G0)≺s であり、z ∈ P1

のとき z ∈ P1 ∩ (F1, G1)≺s であり、どちらの場合

も Pi ∩ (Fi, Gi) = ∅ (i=0, 1)に矛盾する。よって、

(a)が成り立つ。

(b) を偽として、disjoint set F,G ∈ [X]<ω が、

B = {x ∈ X ; F≺φx≺φG} ̸∈ D(φ) とする。(a)

により X \ B ∈ D(φ) となる。x̸≺sx であるから、

∀x ∈ F (F ̸≺sx) かつ ∀x ∈ G(x̸≺sG) となるので、

∀x ∈ F (x ̸∈ B)かつ ∀x ∈ G(x ̸∈ B)となる。よっ

て、F,G ⊂ X\Bであるから、φが dense( in X\B)

であることを、この F,G に使って、F ≺φ z ≺φ G

をみたす z ∈ X\B を得る。このとき、B の定義よ

り、z ∈ B となって、矛盾する。よって、(b)が成

り立つ。(証明終)

4. selectionの別の continuity

第２節で、linear order ≼ について (命題 2.2)、

weak selection f について (命題 2.4)、の命題を扱っ

たが、次の命題 4.1 では、selection relation ≼s に

ついて扱い、その差に注意する。

命題 4.1( [5] prop.4.1.)

空間 (X,T ) に対する selection relation を ≼s と

する。次は同値:

(a) x, y∈X, x≺sy のとき, ∃U, V⊂X,T -open sets

s.t. x ∈ U, y ∈ V, x ≺s V,U≺s y.

(b) T≼s
⊂ T .

証明. (a)→(b)は、明らか。(b)→(a)を示すため、

(b)を仮定し、x ≺s y とする。V = (x,→)≼s とす

ると、x ≺s V であり、x ≺s y より y ∈ V となる。

また、U = (←, y)≼s とすると、U ≺s y であり、

x ≺s y より x ∈ U となる。T≼s ⊂ T より、U, V

は、T -open である。(証明終)

命題 2.4 と命題 4.1 より次を得る。

命題 4.2( [5] corollary 4.2.)

space (X,T )上の T -closed relationとなる ≼s で

は、T≼s ⊂ T であり、特に、各 x ∈ X で、(←, x)≼s ,

(x,→)≼s ∈ T となる。

注意 : selection relation は、linear order と限

らないから、命題 2.2 のような T≼s ⊂ T から T -

closed とか T≼s-closed は言えない。

定義. (separately continuous)

f を space (X,T ) の weak selection とする。

f が separately continuous であるとは、T≼f
⊂ T

であることとする。

注意 : 命題 2.4 と命題 4.2 より continuous な

ら separelely continuous である。上の注意にある

ように、その逆は成り立たない。

定義. (properly continuous)

f を space (X,T ) の weak selection とする。

f が properly continuous であるとは、

(i) f が separately continuous,

(ii) selection relation ≼f が T≼f
-closed,

の２条件を満たすこととする。

注意 : X の topology を T≼f
で考え、F2(X) に

T≼f
から得られる Vietoris topology を考えると

き、命題 2.4 より、separately continuous な weak
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selection f が properly continuousとなるための必

要十分条件は、f が continuous となることである。

命題 2.5より、properly continuousは continuou

である。

矢印で示すと、�continuous → separately con-

tinuous�, �properly continuous → separately con-

tinuous�, �properly continuous → continuous� と

なる。

最後に、continuous と、第３節で扱った dense と

の関係をみる。

命題 4.3( [5] prop.4.6.)

in�nite set Z に対する dense weak selection を f

とするとき、Z の各点が ≼f -cut となる。

証明. z∈Z を取り、これが ≼f -cut となること

を示せばよい。Z が in�nite なので、もう１点

x ∈ Z\{z} を取る。disjoint な {z}, {x} に対し、
f が dense より、x ≺f a ≺f z と z ≺f b ≺f xを

みたす２つの点 a, b ∈ Z を取れる。a ≺f z ≺f b と

なるから z ∈ (a, b)≺f
であり、z は、≼f -cut とな

る。(証明終)

命題 4.4( [5] prop.4.7.)

in�nite set Z に対する dense weak selection を f

とするとき、f は、selection topology T≼f
に関し

て continuousではない。特に、Z が spaceのとき、

f は、properly continuous ではない。

証明. f が T≼f
に関して continuous であると仮定

して矛盾を導く。

異なる２点 x, y ∈ Z を取り、x ≺s y とする。

命題 4.3 より２点 x, y が ≼f -cut であるから、命

題 2.1, 命題 2.4 より non-empty �nite disjoint

な Ax, Bx ⊂ Z と non-empty �nite disjoint な

Ay, By ⊂ Z が取れて、

x ∈ (Ax, Bx)≼f
, y ∈ (Ay, By)≼f

,

かつ (Ax, Bx)≼f
≺f (Ay, By)≼f

(4.1)

とできる。

ここで、命題 3.2 より、f↾(Ax, Bx)≼f
が dense

であるから、(Ax, Bx)≼f
が無限集合である。故に、

s ∈ (Ax, Bx)≼f
\Ay (̸= ∅)が取れる。そのとき、Ay

と By ∪ {s} は、disjoint であり、f が dense よ

り、Ay≺f t≺fBy ∪ {s} をみたす t ∈ Z が取れる。

t≺fBy ∪ {s}であるから、t≺fsとなる。

一方、s ∈ (Ax, Bx)≼f
かつ t ∈ (Ay, By)≼f

であ

るから、(4.1) より s≺f t となる。これは矛盾であ

る。(証明終)
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