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Abstract 
This paper is concerned with the computer simulation of the elastic-plastic behavior of pure aluminum 

plate with a notch subjected to tension. The method of analysis is the finite element method (FEM). 

When performing the elastic-plastic analyses, it is assumed that material is isotropic and yield surface is 

defined by von Mises yield criteria, and the yield stress and workhardening data of the model are 

available which have been obtained by tensile tests for pure aluminum plate without a notch. On several 

notch geometries, results of the elastic-plastic stress and strain near the notch root have been discussed 

in terms of fracture caused by tensile tests of notched pure aluminum plate. 

 

 

１． 緒 言 

 

機械の設計において，使用材料の機械的性質とその

形状による応力集中を知ることは重要である。著者ら

は，純アルミニウム板材(A1050P-O)の引張試験を行い

その機械的性質を求め，また板材に各種形状の切欠き

を入れ，その破断強度を調べた[1]。切欠きをもつ板をそ

の弾性域内で引張る問題は，切欠きによる応力集中現

象を数値シミュレーションでとらえ,最大応力が生じ

る点やその引張応力を用いた応力集中係数などによっ

て評価できるため，理解しやすい。また脆性材料の強

度評価へ応用も可能となる。しかし,純アルミニウムの

ような延性をもつ板の引張りでは,切欠きによる応力

集中と材料の降伏，さらに塑性ひずみによるひずみ集

中現象などが生じるため,破断に到るまでの複雑な現

象を理解し,評価するのは難しい[2]。 

本論文では,引張試験を行った切欠き試験片の弾塑

性挙動について，有限要素法によるシミュレーション

を試みた。まず弾性計算により，切欠きによって生じ

る応力集中現象を求め,さらに負荷を与えて弾塑性計

算を破断荷重まで行った。シミュレーションで用いる

材料特性には，実験結果に基づく材料特性モデルを用

いた。そして負荷応力ごとのひずみ分布を調べた。き

裂の発生や進展についての特別な取扱いを行わない中

で，破断荷重までのひずみ挙動に着目して数値解析を

行い，破断時の塑性ひずみの定量的な評価を試みた。 

 

２． 解析条件 

 

２．１ 材料特性 

切欠きをもつ純アルミニウム板材の弾塑性数値シミ

ュレーションを行うため，図 1(a)に示す純アルミニウ

ム板材(A1050P-O)の平滑試験片を用いて引張試験を

行い，材料の特性を調べた。得られた結果を図 2 に示

す[1]。それぞれ縦軸と横軸は公称応力σnと公称ひずみ

εn，および真応力σtと真ひずみεtである。実験結果

から引張強さσB=80MPa，伸び率φ=57%，試験片に

ひずみゲージを用いて測定した縦弾性係数

E=75343MPa，ポアソン比ν=0.372を得た。 

数値シミュレーションは，このような材料特性とミ

ーゼスの降伏規準に従う塑性相当応力を用いた平面応

力問題として行った。また，汎用の有限要素法ソフト

ウェア(プリ･ポストプロセッサ：Marc Mentat, ソル

バ：Marc)を用い，三角形要素の 3 節点で計算した。
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使用する市販のソフトウェアにおける弾塑性解析では，

応力σt と全ひずみεt の関係は，次式で示すように弾

性ひずみεe と塑性ひずみεp の和として与えるように

なっている[3]。 

 

ここでσY：降伏応力，n：硬化指数，K：塑性係数で

ある。 

なお，式(1)の降伏応力(耐力)は図 2 の実験結果から

明確に得ることは困難である。そこで，塑性ひずみ

0.009%と 0.018%が生じる各応力を降伏応力σY とし

て応力－ひずみ関係をそれぞれ示せば図 3 となる。材

料特性にほとんど差が生じない。そして式(1)はそれぞ

れ次のように表せる。 

 

塑性ひずみ0.009％を生じる応力をσYとする場合 

    𝜀𝑡 =
𝜎𝑡

110000
+ (

𝜎𝑡 − 9.8

151
)

1
0.33⁄

                 (2) 

塑性ひずみ0.018％を生じる応力をσYとする場合 

    𝜀𝑡 =
𝜎𝑡

67000
+ (

𝜎𝑡 − 12

149
)

1
0.34⁄

                     (3) 

 

本計算では，式(3)の塑性ひずみ 0.018%が生じる応

力 12MPa を降伏応力(耐力)σYとし，E=67000MPa，

ν=0.3，そして図2から得られるn=0.34，K=149MPa

を用いて数値計算を行う。 

 

２．２ 要素分割と解析精度 

 数値解析の精度を検討するため，図 4 に示す一様引

張りを受ける幅2Wの長方形板の中央に直径2aの円孔

(a/W=0.1）がある弾性応力集中問題を取扱った。この

問題は，図1(b),(c)に示す試験片の各種切欠き形状の隅

角を半径 0.5mm で丸めているため，正方形孔

a=0.5mmに相当する。そして，最大応力が生じると思

われる円弧部の分割数を検討することは，弾塑性シミ

ュレーションにおいても重要である。この問題は対称

性を利用し 1/4 領域で取扱い，その全体の要素寸法を

円孔縁の要素寸法に準ずるように要素分割して数値解

析した。表1に円孔縁の分割数Nと，孔縁の最大応力

σmax を負荷応力σ=σ0(一定)で無次元化した応力集中

係数Ktの関係を示す。この問題の精度の良い結果は次

式(4)で与えられている[4]。 

 

 式(4)において a/W=0.1ではKt=3.036となる。孔縁

の分割数20で誤差2％程度となり，解析に十分な精度

を与える。以後の計算は，隅角の分割数を20とした時

の孔縁の要素寸法に準ずるように，全体を分割して行

った。図 5 に切欠き縁分割数 N=10 および 20 の場合

の要素を示す。なお，分割数の逆数1/NとKtの関係を

示せば図 6 のようになり，ほぼ直線関係が得られる。

そして，N=20と 30の結果を用いてN=∞の結果を直

線外挿すればKt=3.07となる。 

 

 
(a)     (b)     (c)           

平滑材   長方形孔   正方形孔 

図１ 試験片形状(2W=10mm) 

 

 

図２ 平滑材の破断と応力－ひずみ関係[1] 

 

 
図３ 応力－ひずみ関係モデル 
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+ (
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𝐾
)

1 𝑛⁄

          (1) 

𝐾𝑡 = 𝜎𝑚𝑎𝑥 𝜎0⁄ = 3 + 3.5469 (
𝑎

𝑊
)

2

+ 6.5859 (
𝑎

𝑊
)

4

 

 + 2.4298 (
𝑎

𝑊
)

6

− 0.5339 (
𝑎

𝑊
)

8

          (4) 
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% 
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図４ 解析領域(L/W=3) 

 

 

表１ 分割数NによるKtの安定性 

N 10 20 30 40 

Kt 2.60 2.98 3.01 2.97 

 

 

 

N=10     N=20 

図５ 孔縁の分割数Nと全体の要素分割 

 

 

 

図６ 孔縁分割数Nの逆数と解の精度 

 

 

２．３ 降伏応力 

2.1 項で述べたように大きい塑性ひずみを生じる場

合，式(2)と式(3)で与える降伏応力の差は，図3に示す

ように応力－ひずみ関係にほとんど差を与えない。さ

らに図 4 の問題を用い，降伏応力の差がひずみ分布に

及ぼす影響についても弾塑性シミュレーションを行っ

た。図 7 に，材料の降伏応力σYを 9.8MPa(0.009%耐

力)と 12MPa(0.018%耐力)とした場合の相当塑性ひず

み分布を示す。負荷応力σ=20MPa では，降伏応力の

違いがひずみ分布に多少の差を与えるが，σ=60MPa

ではほぼ同じになる。応力－ひずみ関係から推定でき

るように，切欠き問題の破断荷重近傍の相当塑性ひず

み分布にも，降伏応力 9.8MPa と 12MPa の違いの影

響はほとんど現れないことがわかる。 

 なお，以後の計算も含めて負荷応力のきざみ幅は，

ひずみ分布にその差がでないことを確かめた上で

1MPaとした。 

 

 

 

σY=9.8MPa    σY=12MPa 

(a)σ=20MPa 

 
σY=9.8MPa    σY=12MPa 

(b)σ=60MPa 

図７ 降伏応力と相当塑性ひずみ分布 

 

 

３． 切欠き材の弾塑性シミュレーション 

 

３．１ 長方形孔 

 図1(b)に示す長方形の孔(縦2b×横2a)をもつ板の一

様引張り問題の弾塑性数値シミュレーションを行った。

長方形孔の横幅と板幅の比 a/W=0.2(一定)の問題で，

2b=2,4,6,8mmの形状の引張試験結果[1]を図8に，また

応力集中係数 Ktを表 2 に示す。なお，公称ひずみεn

は平行部長さ30mmの伸びの割合とした。孔の縦横比

が大きくなると応力集中の程度は小さくなるが，図 8

に示すように破断までの最大負荷応力はほぼ同じにな

る。これらの形状について，最大負荷応力(破断応力) 
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図８ 負荷応力－公称ひずみ(長方形孔2b×2a)[1] 

 

 

表２ 隅角R0.5の長方形孔(a/W=0.2)の応力集中係数Kt 

b/a 1 2 3 4 

Kt 
FEM 2.87 2.65 2.56 2.48 

Eq.(4) 3.15(円孔) 

 

表３ 破断応力と相当塑性ひずみ 

b/a 1 2 3 4 

破断応力(MPa) 62 61 59 60 

切欠き縁の(εt)max 0.310 0.256 0.208 0.207 

平滑側最大ひずみεt 0.069 0.072 0.069 0.073 

 

 

 
2×2(σ=62MPa)     4×2(σ=61MPa) 

 
6×2(σ=59MPa)     8×2(σ=60MPa) 

図９ 破断負荷応力におけるひずみ分布 

における相当塑性ひずみ分布をεt=0.07 以上について

示せば図 9 のようになる。この場合の応力とひずみの

定量的評価を表 3 に示す。最大のひずみは切欠き縁に

生じ，その値は応力集中係数と同じ傾向となる。また，

破断負荷応力でεt=0.07 以上が板幅全面に拡大してい

る。このことから，これらの長方形孔a/W=0.2の形状

では，2bに関係なくおおよそεt=0.07が板幅全面に達

した時に破断するという予測ができる。 

 

３．２ 正方形孔 

 図1(c)に示す正方形孔(一辺2a)をもつ板の引張り問

題を取扱い，その弾塑性挙動を調べた。孔の幅2aと板

幅 2Wの比 a/Wを 0.1,0.2,0.3,0.4と変化させ，リガメ

ントの大小が塑性ひずみ分布に及ぼす影響について検

討した。 

まず降伏の起点と拡がり方を推定するため，図10に

示す正方形孔について，孔縁の応力σtanおよび x 軸上

の応力σyの弾性域内での応力分布を求め，それぞれ図

11と図12に示す。図11に示すように点 cの無次元応

力σtan/σ0(σ0：負荷応力)は2.1で，さらに点dまで応

力は増加し，その最大値はσtan/σ0＝3.24 である。一

方，図12のx軸上の応力は点 cから点gまで徐々に減

少し，点gでほぼσy/σ0＝1.0となる。これらの結果か

ら，降伏の起点は隅角の点 d あたりと推定できる。な

お，表4に各正方形孔の応力集中係数Ktを示す。また，

式(4)で得られる円孔の応力集中係数も併せて示す。隅

角R0.5では，正方形孔を内接円孔で置換えてもその差

異は10％以内に収まる。 

次に，図13に示す正方形孔の引張試験結果[1]の破断

応力を与えた時の相当塑性ひずみ分布を弾塑性計算し

て図14に示す。相当塑性ひずみ分布は異なっていても，

破断負荷応力時に切欠き縁に生じる相当塑性ひずみの

最大値(εt)max は，4 つ全ての形状についておおよそ

(εt)max＝0.30 となった。本計算の正方形孔では，切欠

き縁の最大ひずみがεt=0.30 になった時に破断すると

いう予測ができる。その数値結果を表5に示す。また，

平滑材の破断時の最大ひずみεt=0.43 を切欠き縁に生

じさせる負荷応力も表 5 に併せて示す。これらの結果

から，切欠き縁の最大となる相当塑性ひずみεt=0.30

あるいはεt=0.43 で破断負荷応力を推定する場合，ど

ちらを用いても破断負荷応力の値に関しては，10%程

度の差を与えるに過ぎないことがわかる。 
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図１０ 孔縁詳細(a/W=0.3) 

 

 

 

図１１ 孔縁の接線方向応力σtan(s：周方向長さ) 

 

 

 

図１２ x軸上の応力σy 

 

 

表４ 隅角R0.5の正方形孔の応力集中係数Kt 

a/W 0.1 0.2 0.3 0.4 

Kt 
FEM 2.98 2.87 3.24 3.73 

Eq.(4) 3.04 3.15 3.37 3.75 

 

 

 

 

 

表５ 孔縁に生じる最大ひずみと負荷応力σ(MPa) 

a/W 0.1 0.2 0.3 0.4 

0.30 64 62 55 49 

0.43 71 68 61 54 

 

 

 

図１３ 負荷応力－公称ひずみ(正方形孔2a×2a)[1] 

 

 

 

σ=64MPa(a/W=0.1)  σ=62MPa (a/W=0.2) 

 

σ=55MPa (a/W=0.3)  σ=49MPa (a/W=0.4) 

図１４ 破断負荷応力における相当塑性ひずみ分布 
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４． 結 言 

 

本論文では,切欠き試験片の引張りにおける弾塑性

挙動の数値シミュレーションを，有限要素法を用いて

試みた。切欠き試験片形状とその材料特性は，引張試

験で使用した純アルミニウム板材(A1050P-O)のデー

タを用いた。そして，弾塑性シミュレーションから実

験結果を検討した。 

まず，弾塑性シミュレーションに用いる降伏応力(耐

力)は，大きい塑性ひずみが生じる場合，その多少の違

いは材料特性にほとんど差が生じない。そして，その

ような材料特性の違いは，切欠き問題の相当塑性ひず

み分布にもほとんど差がでないことを確かめた。なお，

要素分割については，弾性応力計算による応力集中係

数を分割数ごとに求め，解の安定性と既知の解との比

較・検討を行い決定した。 

長方形の孔をもつ板の一様引張り問題では，最大の

ひずみは切欠き縁隅角部に生じ，その値は応力集中係

数と同じ傾向となることがわかった。また，孔と板幅

の比0.2の孔形状では，孔の縦横比に無関係に，相当

塑性ひずみの値0.07が板幅全面に達した時に破断負荷

応力に達することがわかった。 

次に，正方形の孔をもつ板の一様引張り問題を取扱

った。まず弾性計算によって孔縁の応力分布を求め，  

最大応力が生じる点(降伏の起点)を確認した。なお隅角 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

R0.5の正方形孔の応力集中係数は，内接する円孔の応

力集中係数を用いてもその差異は10％以内に収まるこ

とがわかった。弾塑性シミュレーションでは，実験の

破断負荷応力において応力集中係数に関係なく，すべ

ての切欠き縁の最大相当塑性ひずみがおおよそ0.30と

なった。さらに，平滑材の引張試験で得られた破断ま

での最大ひずみ0.43が生じるまで負荷を与えたところ，

負荷応力は破断負荷応力の約10%程度しか増加しない

ことがわかった。これらのことから，最大相当塑性ひ

ずみ0.30が生じる時の負荷応力を破断応力と推定でき

ることがわかった。 
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