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Abstract 
 It is known that students have difficulties in learning frictional force in course of elementary physics,  
since it is invisible and it works differently under different situations (if the object is at rest or moving) .  
In this paper, we give examples of the relation ߤ ൌ tanߠ, which relates the coefficient of static friction 
 when the object is just about to move, in various situations. As educational benefits, by ߠ to an angle	ߤ
carefully discussing those examples, our work can be helpful for students for understanding frictional 
force. 

 
 

１．はじめに 

 

  高専低学年、あるいは高等学校で学習する物理の

重要なテーマとして摩擦力がある。物理の問題文で

は「ただし摩擦はないものとする」、「ただし空気抵

抗はないものとする」といった物理特有の言い回し

によってしばしば無視され、「ないはずがないだろう」

と反論されることもある摩擦力であるが、では摩擦

力や空気抵抗を無視しないで現象を解析しようとす

ると考慮すべき事柄が多くなるために困難を感じる

ようになる学生も多い。それにより、「まず簡単にし

て原理を知り、徐々に現実に近づける」という、物

理学の手法である「現象の理想化・モデル化」の重

要性を身を以て学ぶことになる。 
 また摩擦力は物理の学習以前に生徒が経験的に習

得してきた「素朴概念（誤概念、misconception）」
としてもしばしば登場し、物理を学習する障害とな

っていることが知られている[1,2]。例えば「力を加

え続けない限り物体はやがて止まる（つまり慣性の

法則など存在しないのである）」という典型的な素朴

概念を持っている学生は、摩擦力を力として認識で

きていないために学習に困難を感じる。また静止し

ているときにはたらく摩擦力を常に	ܰߤ	）	ߤ	は静止

摩擦係数、	ܰ	は垂直抗力）で表される最大値として

のみ理解している学生もいる。この場合、なめらか

な斜面上にひもでつながれて静止している物体と、

あらい斜面上に摩擦力（静止摩擦力）によって静止

している物体が本質的に同じであることが理解され

ないという報告もある[3,4]。このように、摩擦力は

目に見えない力であることもあり、学習時に混乱を

生じやすいテーマである。 
 この論文では摩擦力のうち、その物体にはたらき

得る最大値である最大摩擦力	ܰߤ	について議論する。

摩擦力が ܰߤと書ける事実はアモントン＝クーロン

の摩擦の第１法則としても知られている。摩擦力に

関する学習の中で、 
ߤ ൌ tan(1-1)               ߠ 

という式にしばしば出会う。ここで角度	ߠ	は互いに

直交する	ܰ	と	ܰߤ	の合力と、ܰ 	とのなす角のことで

ある（第２章の図２）。式 (1-1) は、水平方向にはた

らく最大摩擦力の大きさが鉛直方向にはたらく垂直

抗力によって与えられるために成立する関係式であ

る。本論文は様々な状況において、動き出す瞬間の

力のつり合いから式 (1-1) が得られることを見るこ

とで、摩擦の学習の助けとすることを目的とする。 
 この論文の構成は以下の通りである。第２章では

初等力学で学習する典型的な２例をレビューする。

第３章では摩擦力がはたらく向きに特に注意を要す

る例として人間が走る場合に足に働く力を考える。

第４章ではより定量的な考察を必要とする例として

床に置いた物を最小の力で引っ張る際の条件を議論

する。第５章でまとめを行う。 
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２．典型的な二つの例 

 

 この章では、物理の基礎コースで学習する二つの

典型的な例について議論する[5]。 
 

２．１ 斜面から物体が滑り落ちる角度 

 問1：斜面上に質量	݉	の物体を置き、徐々に斜面

の角度を上げていく。物体が滑り始める角度（摩擦

角）ߠ	を求めよ。 
 解１：図１のように物体にはたらく力を描く。重

力	݉݃1を斜面に平行な方向と斜面に垂直な方向に分

解する。角度	ߠ	で物体が滑り落ち始める瞬間には摩

擦力は最大摩擦力	ܰߤ	になるため、このとき物体に

はたらく力のつり合いの式は 
݉݃ sin ߠ ൌ  (2-1)               ,ܰߤ
݉݃ cos ߠ 	ൌ ܰ,               (2-2) 

となる。これより式 (1-1) が得られる。 
 このことは、図２のように力を描くとより直感的

に理解できる。斜面に平行な方向に	ݔ	軸、斜面に垂

直な方向に	ݕ	軸をとると、物体が滑り始める瞬間に

は二つの直交する力	ܰ	と	ܰߤ	の合力（点線の矢印）

が	݉݃	とつり合う。このときܰ	と	ܰߤ	のなす角が	ߠ	
に等しくなるため、式 (1-1)が得られる。 
 
 

 
図１ 物体が滑り始める瞬間にはたらく力 

                                                  
1 この論文ではこれ以降重力加速度の大きさを	݃	とする。 

 

図２ ܰ	と	ܰߤ	の合力（点線の矢印）と	݉݃	のつり合い 

 

 

２．２ 立てかけた棒が倒れる角度 

 問２：質量	݉	、長さ	ℓ	の一様な棒をなめらかな壁

に立てかけ、徐々に棒を傾けていく。棒が滑り始め

る角度	ߠ	を求めよ。 
 解２：図３のように物体にはたらく力を描く。角

度	ߠ	で棒が倒れ始めるとき、棒が床から受ける摩擦

力は最大摩擦力	ܰߤ	になっており、これが壁からの

垂直抗力	ܴ	とつり合うことになる。水平方向と鉛直

方向のつり合いの式は 
 ܴ ൌ  (2-3)               ,ܰߤ
 ݉݃ ൌ ܰ,               (2-4) 

また棒が回転しない条件として、A 点周りの力のモ

ーメントのつり合いの式は 

݉݃ sin ߠ ∙
ℓ

ଶ
െ ܴ cos ߠ ∙ ℓ ൌ 0,        (2-5) 

となる。以上の式 (2-3)、(2-4)、(2-5) を解くと以下

の関係式が得られる。 

ߤ ൌ
ଵ

ଶ
tan  (2-6)                 .ߠ

式 (1-1)と	
ଵ

ଶ
	の因子だけずれているのは、棒には大き

さがあり、力の作用点がそれぞれで異なっているこ

とに由来する。すなわち、A 点から見て重力	݉݃	の

作用点（重心）は距離		
ℓ

ଶ
	、壁からの垂直抗力	ܴ	は距

離	ℓ	だけ離れているためである。従って、仮に棒が

一様ではなく重心がA点から	
ℓ


	の位置にある場合は、

式 (2-6) は	ߤ ൌ
ଵ


tanߠとなる。 

 直感的には図４から理解できる。垂直抗力	ܴ	と重

力	݉݃	をB’点まで平行移動させ、つり合いの式 (2-3)、
(2-4) を用いる。そしてその合力（点線の矢印）が線

分 AB’上にあれば、A 点周りの力のモーメントはゼ
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ロということになり、回転しない（図４ではA点に

はたらく力	ܰߤ	と	ܰ	はもともと A 点周りの回転に

寄与しないため省略した）。このとき、相似な三角形

の関係から 

tan ′ߠ ൌ
ᇱ

ᇱᇱ
ൌ  (2-7)             ߤ

tan ߠ ൌ



                  (2-8) 

となり、重心の位置からܥܣᇱ ൌ
ଵ

ଶ
ܥܤ	また、ܥܣ ൌ

 ᇱであるので、式 (2-7) と (2-8) をまとめると式ܥᇱܤ
(2-6) が得られる。 
 
 

 

図３ 棒が倒れ始める瞬間にはたらく力 

 
 

 

図４ つり合いの式を考慮し、A点周りに回転しない条件

を表した様子。A点にはたらく力は省略 

 
 

３．走る場合 

 

 特に摩擦力がはたらく向きに注意しなければなら

ない一例として、人間が走るときに足と地面の間に

はたらいている摩擦力を考える[6]。 
問３：走るときに地面を足で蹴る際、蹴る力をいく

らにすれば推進力を最大にできるか。 
解３：簡単のために、すねを棒とし、足をその先に

ついた球であると近似する。すねが鉛直方向からの

角度	ߠ	の角度にあるとき、足はすねによって鉛直下

向きからの角度	ߠ	の方向へ力を受け、これが地面を

蹴る力として地面に伝わる（図５）。その水平成分を

	ܶ	、鉛直成分を	ܨ	とすると、ܶ	が地面を後に蹴る力

になる。ここで、地面から足が受ける摩擦力の向き

に注意が必要である。摩擦力は動く向きとは逆向き

にはたらく力であるが、今の場合、前に走ることを

妨げる後ろ向きの力ではない。もし摩擦がなければ、

足を後に蹴ったときにはそのまま後に滑ってしまう。

摩擦力はその「後に滑る」ことを妨げる効果を持つ

ため、前向きにはたらくことになる。後ろ向きに地

面を蹴る力		ܶ	の大きさによって、ܶ  では足が	ܰߤ

滑らずに地面を蹴ることができ、ܶ  のときは	ܰߤ

最大摩擦力を超えるので滑ってしまうことになる。

足が滑らない限り、静止摩擦力は常に	ܶ	とつり合い

の関係にあり、ܶ	が最大値をとるときは	ܶ ൌ が	ܰߤ
成り立つ。このとき、 

tan ߠ ൌ ்

ி
ൌ

ఓே

ே
ൌ  (3-1)           ߤ

が得られる。ただし鉛直方向のつり合いの式	ܨ ൌ ܰ	
を使った。 
 
 

 
図５ 推進力が最大になるときに足にはたらいている力 

 
 

４．荷物を引く場合 

 
 ある状況において極値を求めるという場合に	ߤ ൌ
tanߠ	が得られる問題を考える。ここではより定量的

な議論が可能になる。 
 問４：水平であらい床の上に置かれた質量	݉	の物

体にひもを取りつけ、水平面から角度	ߠ	の方向へ引

いた。物体を動かすのに必要な力が最も小さくなる

角度を求めよ。 
 解４：図６のように物体にはたらく力を描く。動
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き始めた瞬間の水平方向と鉛直方向のつり合いの式

は 
ܨ cos ߠ ൌ  (4-1)              ܰߤ

ܨ sin ߠ  ܰ ൌ ݉݃              (4-2) 
となる。この問題はある種のジレンマを引き起こす。

より上に向かって引けば（	ߠ	を大きくすれば）物体

を持ち上げる力が大きくなるため垂直抗力	ܰ	が小

さくなり、最大摩擦力	ܰߤは小さくなる。従って小さ

い	ܨ	で動かせると思われそうであるが、そのときは

横に引く力が小さいということであるので動きづら

くなる。逆に横に引く力を大きくすると（	ߠ	を小さ

くすると）最大摩擦力	ܰߤ	を小さくできないので、

やはり動きづらくなる。ߠ	を大きくするか小さくす

るか、どちらの方が動かしやすいのかというジレン

マが生じる状況において両者のバランスが取れる角

度	ߠ	はいくらであるか、という問題である。 
 式 (4-1)、(4-2)より	ܨ	を	ߠ	の関数として求めると、 

ሻߠሺܨ ൌ ଵ

ఓ ୱ୧୬ఏାୡ୭ୱఏ
∙  (4-3)          ݃݉ߤ

となる。数学的にはこの関数	ܨሺߠሻの極小値を与える

を求めよ、という問題であるが、ここでは３通り	ߠ

の求め方を挙げる。 
 ①高専低学年の学生や高校生など、微分を使った

物理が未習である学生は三角関数の合成の公式 [7] 

 ܽ sin ߠ  ܾ cos ߠ ൌ √ܽଶ  ܾଶ sinሺߠ  ߮ሻ   (4-4) 

cos߮ ൌ


ඥమାమ
, sin߮ ൌ



ඥమାమ
      (4-5) 

を用いて求めることが適切であろう。式 (4-3) を書

き直すと 

ܨ ൌ
ଵ

ඥఓమାଵୱ୧୬ሺఏାఝሻ
∙  (4-6)          ݃݉ߤ

cos߮ ൌ
ఓ

ඥఓమାଵ
, sin߮ ൌ

ଵ

ඥఓమାଵ
       (4-7) 

となる。ܨ	は	sinሺߠ  ߮ሻ ൌ 1	のとき極小値（最小値） 

.ܨ ൌ
ଵ

ඥఓమାଵ
∙  (4-8)          ݃݉ߤ

をとる。このとき、sinሺߠ  ߮ሻ ൌ 1	に加法定理を適

用して式 (4-7) を使うと式 (1-1) が得られる。 
②高専高学年や大学初年次の、微分を学習した学生

には式 (4-3)を	ߠ	で微分して極値を求めた方が簡単

である。式 (4-3)を微分すると 

ௗி

ௗఏ
ൌ

ୱ୧୬ఏିஜୡ୭ୱఏ

ሺఓ ୱ୧୬ఏାୡ୭ୱఏሻమ
∙  (4-9)       ݃݉ߤ

となるので、極値の条件より式 (1-1) が得られる。

これは２階微分の符号が正であり確かに極小値にな

っているが、証明は省略する。 
③力の矢印を	ሺݔ, 平面のベクトルとして描いて考	ሻݕ

えることもできる。図７は物体が動き出す瞬間には

たらく力のつり合いを表している。ここで	ܰと	ܰߤ	
の合力は破線の矢印で描かれており、その	ܰ	とのな

す角	ߙ	は 

cosߙ ൌ
ଵ

ඥఓమାଵ
, sin ߙ ൌ

ఓ

ඥఓమାଵ
       (4-10) 

と与えられる。この合力の始点をP、終点をQとす

ると、ߙ	は式 (4-10) によって与えられる固定値であ

るから、ܨ	の最小値とはつまり、原点と直線PQと

の最短距離ということになる（図８）。これは明らか

に原点から直線PQにおろした垂線の長さのことで

あるから、これより	ߙ ൌ  となる。このとき式	ߠ
(4-10) より、式 (1-1) が得られる。 
 
 

 
図６ 物体が動き始める瞬間にはたらいている力 

 
 

 

図７ ሺݔ,  平面のベクトルとしてのつり合いの式	ሻݕ

 

 

 
図８ 原点から直線PQに下ろした垂線の	ܨ	 

99



ߤ ൌ tan  ߠ
 

５．まとめ 

 
 この論文では、摩擦を学習する際に登場する 

ߤ ൌ tan(5-1)                ߠ 
という式に焦点を当て、この式が登場する様々な具

体例について議論した。静止摩擦係数	ߤ	は最大摩擦

力	ܰߤ	として現れるため、物体が「動き始める瞬間」

を調べることで上記の公式が導出される。その中で

も第３章では推進力が最大、第４章では荷物を引く

力が最小、という更なる条件を加えたときに式 (5-1) 
が得られる例を見た。他にも、物体が滑らずに回転

する場合の転がり摩擦[8]や、摩擦力の原因を物質表

面の凹凸によって説明するモデル[8,9]（ただしエネ

ルギー保存則を考慮すると必ずしもこのモデルは正

しくない）などにも同様の関係式が現れる。特に第

４章の例で物体の大きさを考慮することにより、横

に滑るのか回転するのかという異なる運動をする場

合が生じることになり、力学の問題として興味深い。 
 アモントン＝クーロンの摩擦の第１法則「摩擦力

は垂直荷重に比例する」に基づき、比較的簡単な計

算によって様々な状況で共通の式 (5-1) が得られる

様子は、初等物理学を学ぶ学生にとって摩擦力の理

解を深める上で助けとなると思われる。第３章の走

る場合の例では摩擦力がはたらく向きという定性的

な事柄に焦点をあてて学習することができる。前へ

進むときに摩擦力が前向きにはたらく（走ることを

妨げる向きではなく、足が滑ることを妨げる向きで

ある）ことに気づくためには、足と地面にはたらく

力の関係を正確に読み取ることができていなければ

ならない。第４章の例では摩擦力が垂直荷重（垂直

抗力）に比例するという、より定量的な事柄に焦点

をあてることができる。ひもを引く角度の選択がジ

レンマを引き起こすことに気づくためには、その力

を、荷物を引く水平成分と荷物を持ち上げる鉛直成

分に分解して、それぞれの効果を理解できていなけ

ればならない。これらは摩擦力の学習を促す良い例

題であると考えられる。 
 摩擦に関する授業実践として、筆者は本校におけ

る１年生物理の授業において、人気テレビ番組をも

じって「すべらない物理」と題したゲームを行った。

ベニアの板に様々な日用品を乗せ、学生に手伝わせ

て板を傾けていく。しばらくはどれも板上に残って

いるが、傾きが大きくなるといずれ限界がきて滑り

出す。最後まで滑らずに残る物はどれかを学生に予

想させるというゲームである。エントリーした日用

品は、ぞうきん（乾いたものと濡れたもの）、ペット

ボトル（空のものと満タンのもの）、ガムテープ、紙

ヤスリ、教科書、ペットボトルロケット、チョコレ

ート、ドアストッパーなどである。このゲームによ

り、静止した状態、滑り出す瞬間、動いている最中

という三種類の現象を体験することができる。特に

滑り出す瞬間には本文の問１の状況に対応しており、

学生は表面の「ザラザラ具合」である静止摩擦係数	ߤ	
を少なくとも無意識には念頭において予想している

ため、その後の解説も含めて摩擦力の学習の一助と

した。ただしその効果はまだ定量的に調べてはおら

ず、今後の課題とする。ちなみにこのゲームの正解

者数は授業を行った順に１名、６名、２２名であっ

た（常にぞうきんが優勝した）。 
 これらをもとに、摩擦力を可視化できる教材の開

発等も含めて授業改善に活かしていきたい。 
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